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Introduction
Le calcul de la KK-the orie e quivariante pour les groupes de Lorentz re els
SO(N, 1) et complexes SU(N, 1) ([Ka1], [F-H] et [J-K]) utilise de fac on
cruciale l'existence, chez ces groupes, de certaines repre sentations unitaires
dites se ries comple mentaires. Ces dernie res ont de ja e te e tudie es dans le
cadre ge ne ral des groupes de Lie semi-simples par A. Knapp et E. Stein
([K-S]), et sont obtenues au moyen des ope rateurs d'entrelacement de finis
sur les espaces des repre sentations principales non unitaires induites a par-
tir d'un sous-groupe parabolique.
Les calculs de [Ka1], [F-H] et [J-K] utilisent les formules explicites de
[Hir] et [Kra] pour l'action de l'alge bre de Lie dans une base de l'espace
de la repre sentation. Dans cette note, nous montrons comment on peut se
passer de ces formules explicites, en observant, dans le cas de SO(2n, 1),
que les ope rateurs d'entrelacement sont des ope rateurs pseudodiffe rentiels.
La compacite des commutateurs qui intervient pour de finir un e le ment
de KK-the orie re sulte alors, comme d'habitude, de la compacite des
ope rateurs pseudodiffe rentiels d'ordre <0 sur une varie te compacte.
Nous supposerons de sormais que G=SO0(2n, 1). Soit P un sous-groupe
parabolique minimal, l'espace homoge ne GP s'identifie a la sphe re S2n&1.
Soient g l'alge bre de Lie de G, p celle de P; la repre sentation d'isotropie
de P
p # P, Ad( p) : (gp)C  (gp)C
de finit une repre sentation sur  pC(gp)*, p>0, laquelle induit un fibre
vectoriel homoge ne sur GP :  pC T*S
2n&1, puissance exte rieure p-ie me du
fibre cotengent a S2n&1; l'espace de sections du fibre est alors 0 p(S2n&1),
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l'ensemble des p-formes C sur la sphe re. En particulier, G agit conforme -
ment sur S2n&1 au sens qu'il existe une fonction lisse *: G_S2n&1  R+
telle que
( g*:, g*;) g&1x=(*( g, x))2 (:, ;) x
g # G, x # S2n&1, :, ; # 01(S2n&1). (1)
Notre premier re sultat est:
Proposition A. Pour 0t1 et p>0, soient A pt des ope rateurs positifs
de finis sur 0 p par les formules suivantes :
A pt |Ker d & 0p=
1(- 2+( p&n)2+ 12&t( p&n+ 12))
1(- 2+( p&n)2+ 12+t( p&n+ 12))
,
A pt | Im $ & 0p=
1(- 2+( p+1&n)2+ 12&t( p&n+ 12))
(1&t) 1(- 2+( p+1&n)2+ 12+t( p&n+ 12))
si t<1
et
A p1 | Ker $ & 0p=
1(- 2+( p+1&n)2+n&p))
1(- 2+( p+1&n)2+p&n+1))
.
En notant Ftp le comple te de 0
p (S2n&1) pour le produit scalaire (x, y) t=
(x, A pt y) , F
t=pn F tp , on obtient une famille de repre sentations unitaires
de G sur les F t:
(?t ( g):)(x)=(*( g, x))( p&n+12)(1&t)( g*&1:)(x)
=g*&1((*( g&1, x))(n&p+12)(1&t):)(x)
avec : # 0 p(S2n&1).
La de monstration repose sur l'analyse spectrale du laplacien sur les
formes, d'apre s Ikeda et Tanigushi ([I-T]), et sur la description des
ope rateurs d'entrelacement donne e par Thieleker ([Thi]).
Apre s avoir e tabli cela, nous nous proposons de donner une de monstra-
tion directe d'un re sultat de Kasparov ([Ka1]):
The ore me B. Pour G=SO(2n, 1) et K=SO(2n), on a
KKG (C, C)$KKK (C, C).
Pour les notations de la KK-the orie, on adopte celles de [Ka2].
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La , en s'inspirant de [J-K] ou les auteurs ont montre un tel re sultat
pour G=SU(N, 1), nous construisons un module de Fredholm dans
KKG (C(D2n), C), ou D2n de signe le disque unite ferme . L'image de ce
module dans R(G )=KKG (C, C) sera #G , en vertu du lemme suivant
([J-K]):
Lemme C. Soit $ # R(G ) ve rifiant les deux proprie te s suivantes :
(i) $ est dans l 'image de KKG (C(D2n), C).
(ii) la restriction de $ a K est 1 # R(K ).
Alors on a $=#G .
Ensuite, a l'aide de la Proposition A, nous explicitons une homotopie
dans R(G ) reliant cet e le ment et l'e le ment unite de l'anneau; le The ore me
B de coulera de cette homotopie.
Cette note est issue de ma the se de doctorat, soutenue en 93 a l'Univer-
site Louis Pasteur. J'exprime toutes mes gratitudes a mon directeur de
the se, Pierre Julg, qui a su donner tout au long de ce travail son soutien
et son exigence. Mes remerciements s'adressent e galement a Alain Valette,
qui a eu la patience de corriger plusieurs fautes de franc ais dans le
manuscrit et m'a fait be ne ficier de son gou^t mathe matique. Je remercie le
re fe re pour ses pre cieux commentaires sur la premie re version de l'article.
Enfin, pendant la re daction, on a appris qu'une partie de notre Proposi-
tion A,la reformulation des ope rateurs d'entrelacement agissant sur les
fonctions,est inde pendamment trouve e par Thomas P. Branson. Je
remercie ce dernier de m'avoir envoye son article: The Functional Determi-
nant, publie en 93 dans les lectures notes series, No. 4 de Seoul National
University.
1. Pre liminaires
1.1 Notations. Soit G un groupe de Lie semi-simple et connexe.
Choisissons une de composition de Cartan de son alge bre de Lie: g=fs,
un sous-espace abe lien maximal a de s et 7+ un syste me de racines
positives du syste me de racines restreint 7 de (g, a). Soient G=KAN la
de composition d'Iwasawa correspondante, M le centralisateur de A dans
K. A toute repre sentation _ de dimension finie du sous-groupe parabolique
P=MAN, est associe un fibre homoge ne sur X=GP, note E. On note
1(E) l'espace des sections continues du fibre , et | l'unique forme volume
K-invariante sur X, telle que X |=1. Quitte a remplacer _ par une
repre sentation e quivalente, on peut supposer que la restriction de _ sur M
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est unitaire; ce qui permet de de finir un produit scalaire ( } , } ) sur E, tel
que pour tous x # X, k # K, k : Ex  Ekx soit unitaire. On en de duit une
structure pre hilbertienne sur 1(E):
(s1 , s2)=|
X
(s1(x), s2(x)) x |x .
Notons L2(E) le comple te .
Le complexifie d'un espace vectoriel V sera note VC .
Pour toute repre sentation _$ unitaire de dimension finie de M et toute
forme line aire & sur aC , soit E le fibre homoge ne induit par _$exp &1.
La formule suivante de finit une repre sentation U(_, &, }) du groupe G sur
L2(E): pour tout g # G et tout s # 1(E),
U(_, &, g) s(x)=e\(&H( g&1gx))gs( g&1x), x=g x # X, gx # K, (2)
ou \= 12 : # 7+ :, H : G  a, kan [ log a.
Fixons un &0 # a*C , et soit E0 le fibre homoge ne associe a _exp &01.
Pour tout & # a*C , nous avons un isomorphisme entre E et E0 :
( g, v) [ ( g(&&&0) H( g)v), pour ( g, v) # G_V_
En conse quence, pour tout & # a*C , nous pouvons re aliser U(_, &, }) sur
l'espace fixe L2(E0):
U(_, &, g) s(x)=e(&0&&&\) H( g&1k)gs( g&1x), x=k # KM=X. (3)
Si _ est unitaire et si & # ia*, alors la repre sentation U(_, &, }) est unitaire,
et on dit qu'elle appartient aux se ries principales de G.
Si, pour une repre sentation unitaire (toujours de dimension finie) _ de
M, un & # a*C , nous pouvons de finir un produit scalaire ( } , } ) & sur 1(E) par
rapport auquel U(_, &, }) agit unitairement sur 1(E), alors U(_, &, }) est dite
appartenir aux se ries comple mentaires de G. Maintenant, le lemme 22 de
[K-S] assure qu'un tel produit scalaire existe si et seulement s'il existe un
ope rateur positif L(_, &) :L2(E)  L2(E) tel que L(_, &) (1(E))/1(E) et
que
L(_, &) U(_, &, g)=U(_, &, g&1)* L(_, &). (4)
Le produit scalaire est alors e gal a ( }, L(_, &) }).
K e tant un groupe compact, U(_, &, }) en tant que repre sentation de K,
est somme directe de composantes irre ductibles |. Si ces dernie res sont
toutes de multiplicite un, compte tenu de (3), L(_, &) induit un ope rateur
d'entrelacement sur chacune des |, lequel ne peut qu'e^tre un scalaire,
lemme de Schur oblige. On le note par l(_, &, |). E videmment, L(_, &) lui-
me^me est de termine par ces scalaires.
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1.2. G=SO0(2n, 1). Dans ce cas on prend K=SO(2n), M=
SO(2n&1) et a est engendre par la seule matrice X avec Xij=$i2n$j2n&
$i2n+1$j2n+1 . La repre sentation d'isotropie
m # M, Ad(m) : (fm)C  (fm)C
induit une repre sentation _p de M sur  pC (fm)*, p>0, qui est e quivalente
a la repre sentation tensorielle alternative de SO(2n&1) sur  p(C2n&1). De
me^me, celle de P induit une repre sentation de P sur  pC (gp)*, p>0. Or
fm=gp, donc cette repre sentation de P est irre ductible et de la forme
_p exp &p 1, &p # a*C . En fixant X # a afin d'identifier a*C a C, on a &p=p
et p=(2n&1)2.
Pour pn, _p a pour le plus grand poids
( 1, ..., 1
2n&1&p
, 0, ..., 0
p&n
).
Les repre sentations irre ductibles | de K dans lesquelles entre _p sont bien
connues: si p=n, elles ont pour les plus grands poids:
(k+1, 1, ..., 1
n
), (k+1, 1, ..., 1
n&1
, &1) et (k+1, 1, ..., 1
n&1
, 0) avec k # N
et si p>n, leurs plus grands poids sont:
(k+1, 1, ..., 1
2n&p&1
, 0, ..., 0
p+1&n
) et (k+1, 1, ..., 1
2n&p
, 0, ..., 0
p&n
) avec k # N.
Dans [Thi], 93, Thieleker a identifie les scalaires l(_p , &, |) pour ces |.
A constantes multiplicatives pre s, en notant
C(k)= `
k&1
i=0
n+i+ 12&&
n+i+ 12+&
pour k # N, (5)
on a
l(_n , &, |)=C(k) pour |=(k+1, 1, ..., 1
n&1
, 0), (6)
l(_n , &, |)=
1&2&
1+2&
C(k) pour |=(k+1, 1, ..., 1
n&1
, \1), (7)
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et si p>n,
l(_p , &, |)=C(k) pour |=(k+1, 1, ..., 1
2n&p&1
, 0, ..., 0
p+1&n
), (8)
l(_p , &, |)=
p&n+ 12&&
p&n+ 12+&
C(k) pour |=(k+1, 1, ..., 1
2n&p
, 0, ..., 0
p&n
). (9)
Notons que l(_p , &, |) est strictement positif pour une repre sentation |
quelconque si et seulement si on a & re el avec &<p&n+ 12.
2. De monstration de la Proposition A
Le groupe G=SO0(2n, 1) agit conforme ment sur S2n&1 par la formule
(1). La fonction * jouit des proprie te s suivantes: pour g, h # G, on a
*( gh, x)=*(h, g&1x) *( g, x). Soit dV% la forme volume euclidienne sur
S2n&1. On a g*(dV%)x=c( g, x) dV%x , avec c( g, x)=e&2\(H( ggx)), pour tout
g # G, x # S2n&1. Or
( g*(dV%), g*(dV%)) x=*( g, gx)2(2n&1)(dV% , dV%) gx=*( g&1, x)&2(2n&1),
donc
(*( g, x))1&2n=c( g&1, x)=e&2\(H( g&1gx)). (10)
Ensuite, nous avons comme outils principaux deux re sultats d'Ikeda
Taniguchi, qui donnent respectivement les vecteurs propres et valeurs
propres du laplacien sur la sphe re S2n&1.
Dans R2n, on note d0 la diffe rentiation exte rieure et $0 la codiffe rentielle
par rapport a la me trique euclidienne; le laplacien d0 $0+$0d0 est note 20 .
Une forme diffe rentielle : est dite homoge ne de degre k si ses coefficients
le sont. On note H pk l'ensemble des p-formes homoge nes de degre k,
harmoniques et coferme es. On a alors
Proposition 2.1. Soit i : S2n&1  R2n l 'inclusion naturelle. L'application
i*: k0 H pk  0
p(S2n&1) est injective et d 'image dense dans 0 p(S2n&1).
Notons i (r(ddr)) l'ope rateur de fini sur 0(R2n) qui applique une forme :
sur son produit inte rieur avec le champ de vecteurs  xi (xi). Les
proprie te s suivantes sont faciles a ve rifier: pour : # H pk ,
d0 i \r ddr+ :+i \r
d
dr+ d0:=(k+p):, d0: # H p+1k&1 , i \r
d
dr+ : # H p&1k+1 .
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Posons $H pk=Ker d0 & H
p
k et "H
p
k=Ker i (r(ddr)) & H
p
k . On a
H00=$H
0
0="H
0
0=C
et pour p+k>0, p<2n, on a la de composition suivante:
H pk =$H
p
k "H
p
k .
Remarquons que pour l'action naturelle du groupe K=SO(2n) sur 0(R2n),
$H pk et "H
p
k sont en fait deux K-modules.
Nous sommes maintenant pre^ts a e crire les deux re sultats de [I-T]:
The ore me 2.2. Soit p<2n.
(1) i*($H pk) est constitue des formes ferme es et i*("H
p
k) des formes
coferme es.
(2) $H pk est un K-module de la forme suivante: si p{n, $H
p
k est simple
ayant le plus grand poids
(k+1, 1, ..., 1
p
, 0, ..., 0
n&p
) si p<n,
(k+1, 1, ..., 1
2n&p
, 0, ..., 0
p&n
) si p>n,
et si p=n, $H pk est la somme directe de deux K-modules simples dont les plus
grands poids sont
(k+1, 1, ..., 1
n
), (k+1, 1, ..., 1
n&1
, &1).
(3) "H pk est re duit a 0 si k=0; si k>0, p{n&1, c'est un K-module
simple ayant le plus grand poids suivant
(k, 1, ..., 1
p+1
, 0, ..., 0
n&p&1
) si p<n&1,
(k, 1, ..., 1
2n&p&1
, 0, ..., 0
p&n+1
) si p>n&1,
et si p=n&1, est la somme directe de deux modules simples dont les plus
grands poids sont
(k, 1, ..., 1
n
), (k, 1, ..., 1
n&1
, &1).
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Comme le laplacien 2 de la sphe re S2n&1 commute avec l'action de K,
les K-modules simples de crits ci-dessus sont des espaces propres de 2. Plus
pre cise ment, on a
The ore me 2.3. Les valeurs propres de 2 sont :
(k+p)(k+2n&p) sur (k+1, 1, ..., 1
p
, 0, ..., 0
n&p
) (0<p<n)
(k+n)2 sur (k+1, 1, ..., 1
n
) et (k+1, 1, ..., 1
n&1
, &1)
(k+2n&p)(k+p) sur (k+1, 1, ..., 1
2n&p
, 0, ..., 0
p&n
) ( p>n).
Revenons aux formules (5)(9), nous re e crivons d'abord la formule (5)
sous la forme suivante:
C(k)=
1(n+ 12+&) 1(n+k&
1
2&&)
1(n+ 12&&) 1(n+k&
1
2+&)
.
Soit pn. Sachant maintenant que k # N i*($H pk) constitue une partie
dense de Ker d & 0 p, et que 2=(2n+k&p)(k+p)=(n+k)2&( p&n)2
sur |=i*($H pk), la formule (8) s'e crit
l(_p , &, |)=
\(1&t) 1(n+
1
2+( p&n+
1
2) t)
_1(- 2+( p&n)2& 12&( p&n+ 12) t)+
\(1+t) 1(n+
1
2&( p&n+
1
2) t)
_1(- 2+( p&n)2& 12+( p&n+ 12) t)+
,
avec &=( p&n+ 12) t.
Sur chaque K-module simple, pour 0t<1, A pt |Ker d & 0p est e gal a la
constante l(_p , ( p&n+ 12) t) correspondante, a une constante multiplicative
inde pendant de k pre s, il en est de me^me pour A pt | Im $ & 0p . Or si la
repre sentation est unitaire par rapport a un produit scalaire, elle l'est aussi
par rapport a ceux obtenus par multiplication d'une constante. En vertu de
la formule (10), les ope rateurs A pt sont donc les ope rateurs d'entrelacement
de finissan t les se ries comple mentaires de la section pre ce dente. Pour t=1,
on voit que les repre sentations ne sont plus irre ductibles, mais par continuite
les ope rateurs A pt commutent encore avec les actions du groupe. D'ou la
proposition.
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La proprie te suivante nous sera utile dans la prochaine section:
Proposition 2.4. A pt est un ope rateur pseudodiffe rentiel d 'ordre
&2t( p&n+ 12) ayant pour symbole principal
(x, !)  |!|&2t( p&n+(12)).
Preuve. Utilisons la formule de Stirling sous la forme suivante: ([Ah1],
p. 204)
1(z)=- 2? zz&(12)e&zeJ(z),
avec
J(z)=
1
? |

0
z
'2+z2
log
1
1&e&2?'
d', Re z>0.
Pour k # N et t # R, on a J (k)(t)  0 quand t  +. En effet,
lim
'  0+
' log
1
1&e&2?'
= lim
'  +
1
'2
log
1
1&e&2?'
=0,
ce qui implique que l'inte grale
|

0
log
1
1&e&2?'
d'
est absolument convergente; donc
J (k)(t)=
1
? |

0 \
t
'2+t 2+
(k)
log
1
1&e&2?'
d',
et
|

0 }\
t
'2+t 2+
(k)
log
1
1&e&2?' } d'<
Ck
|t|
ou Ck est une constante de pendant de k.
Montrons que la fonction p(t)=1(t+c)1(t) est alors un symbole
d'ordre c sur ]|c|, +[ :
p(t)=e&c+J(t+c)&J(t)(t+c)c \1+ct+
t&12
, (11)
et les de rive es d'ordre supe rieur de p sont
p(k)(t)te&c _(t+c)c \1+ct+
t&12
&
(k)
,
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d'apre s ce qui pre ce de; or
\\1+ct+
t&12
+
( j)
=\1+ct+
t&12
_polyno^me de degre j en \\t&12+ log \1+
c
t++$,
ce dernier e tant d'ordre 1t, on a donc | p(k)(t)|ck |t| c&k. En vertu de
(11), il est clair que e&c2tc est un symbole principal de l'ope rateur
pseudodiffe rentiel de fini par p.
Maintenant, en utilisant le calcul fonctionnel des ope rateurs pseudodif-
fe rentiels ([Tay]), on obtient un ope rateur pseudodiffe rentiel d'ordre c&c$:
1(- 2+a2+c)
1(- 2+a2+c$)
,
ayant pour symbole principal (x, !)  |!| c&c$. En particulier, At | Ker d & 0p et
At | Ker $ & 0p sont des ope rateurs pseudodiffe rentiels d'ordre &2t( p&n+ 12).
Mais comme la projection F tp  F
t
p & Ker d obtenue par la de composition
de Hodge est elle aussi un ope rateur pseudodiffe rentiel d'ordre 0 puisqu'elle
est e gale a d2&12, on a le re sultat.
3. Application a la KK-the orie e quivariante
3.1. Un module de Fredholm repre sentant #G
Soient D2n&GK le disque de Poincare , E=L2(D2n, C T*D2n) l'espace
de Hilbert des L2-formes sur D2n, et H l'ensemble des L2-formes harmoni-
ques. H est alors un sous-espace ferme de E, et ces e le ments sont des for-
mes de degre n ([D-X]). Puisuqe D2n est une varie te comple te avec la
me trique hyperbolique, et que les me triques euclidienne et hyperbolique
de finissent le me^me ope rateur e toile sur les n-formes, H est constitue de
formes ferme es et coferme es au sens euclidien ([DeR]).
Lemma 3.1. Les e le ments de H se prolongeant sur le bord S2n&1 forment
une partie dense de H.
Preuve. Tout e le ment : # H peut e^tre approche par une suite (,k) de
formes C de finies sur D2n. Supposonssans perdre de ge ne ralite que les
,k sont toutes de finies et de classe C sur un voisinage ouvert U de D2n.
Appliquons maintenant la de composition de Hodge a U muni de la me tri-
que euclidienne pour les ,k . Pour chaque ,k , on obtient une unique com-
posante qui est a la fois ferme e et coferme e; l'unicite de la de composition
85GROUPES DE LORENTZ ET KK-THE ORIE
File: 580J 284911 . By:CV . Date:07:07:07 . Time:08:52 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2236 Signs: 1061 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
de Hodge implique que leurs restrictions sur D2n forment la de composition
de Hodge correspondante. Les (,k) approchant : sur D2n, leurs uniques
composantes ferme es et coferme es approchent alors celle de :, laquelle
co@ ncide avec : sur D2n, gra^ce toujours a l'unicite . D'ou l'assertion.
Ainsi, la restriction i*: H  Fn=L2(S2n&1, nC T*S
2n&1) est un
ope rateur dense ment de fini. Les seules formes harmoniques sur S2n&1 e tant
de degre s 0 ou 2n&1, l'inverse du laplacien 2&1 est donc bien de fini sur
Fn ; de me^me pour 2&14.
Proposition 3.2. B=2&14i*: H  Fn est une isome trie d 'image
Ker d & Fn .
Preuve. Soit | # H de fini sur D2n. En identifiant D2n"[0] a
S2n&1_]0, 1], on e crit
|=|0(r)+|1(r) 7 dr
avec |0(r) # 0n(S2n&1) et |1(r) # 0n&1(S2n&1) pour r # ]0, 1] fixe . En
notant d0 , V0 la diffe re tiation exte rieure et l'ope rateur e toile de fini sur R2n,
on a
V0 |=&r&1 V |0 7 dr+(&1)n&1r V |1 .
Par conse quent
d0 V0 |=0  {
d V |1=0
&r

r
(r V$ |1)+d V |0=0,
tout comme
d0|=0  {
d|0=0
(&1)n
|0
r
+d|1=0.
Puisque V20=(&1)
n sur 0n(D2n),
H=H0 H1
avec
H0=[| # H : V0 |=in|], H1=[| # H : V0|=&in|].
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Sur H0 , on a
|1= &(&i)n r&1 V |0
et sur H1 , on a
|1=(&i)n r&1 V |0 .
Donc on obtient deux e quations diffe rentielles suivantes
r
|0
r
=ind V |0 sur H0 ,
r
|0
r
=&ind V |0 sur H1 .
Posons maintenant A=ind V. On a A2=(&1)n d V d V=d$=2| Ker d et A
est autoadjoint, par suite les solutions des e quations pre ce dentes sont
|0(r)=eA log r|0(1) sur H0 .
|0(r)=e&A log r|0(1) sur H1 .
On a ainsi montre l'injectivite de l'application i*. D'autre part, compte
tenu du The ore me 2.3, on sait que les valeurs propres de 2|Ker d & Fn sont
(n+k)2, k0, et les sous-espaces propres correspondants sont i*($H nk),
avec $H nk/H. Comme ces espaces vectoriels sont orthogonaux entre eux,
et engendrent Ker d & Fn quand k parcourt N, une fois qu'on aura montre
la relation
&B(|)&Fn=&|&E , pour | # $H
n
k ,
les $Hnk engendront H et B sera une isome trie.
Soit donc | # H0 . On a
| 7 V0| =(|0+|1 7dr) 7 (&r&1 V | 0 7 dr+(&1)n&1 r V | 1)
=&r&1|0 7 V| 0 7dr&r|1 7 V| 1 7dr
=&r&1|0 7 V| 0 7dr&r&1 V |0 7 | 0 7dr
=&r2n+2k&1((|0(1), |0(1)) dV%+(| 0(1), | 0(1)) dV%) 7dr
=2r2n+2k&1 &|0(1)&2 dr 7 dV% ,
ou dV% est la forme volume de S2n&1; ce qui donne
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&|&2E=|
D2n
| 7 V0| =|
D2n"[0]
| 7 V0 |
=|
1
0
r2k+2n&1 |
S2n&1
2 &|0(1)&2 dV
=
&|0(1)&2Fn
n+k
=&2&14i*(|)&2Fn ;
et il en est de me^me si | # H1 . Comme les $H nk sont stables par V0 , le
re sultat en de coule.
Soit maintenant S le phase (ou signe) de d0+d0* , qui est une isome trie
partielle de noyau H et, gra^ce a la de composition de Hodge, d'image H=;
soient Fp=L2(S2n&1,  pC T*S
2n&1) pour pn, F=pn Fp et C=
B b PH : E  F. On de finit T : F  F un ope rateur borne autoadjoint comme
suit: T(:)=0 si 2:=0, T(:)=PF 2&12(d+$)(:) sinon. T a pour noyau le
sous-espace de dimension un engendre par la forme volume sur S2n&1 et
des L2-formes ferme es de degre n, et a pour image l'orthogonal du noyau.
On a ainsi un ope rateur de Fredholm
U=\SC
C*
T + : H  H, avec H=EF,
car d'apre s les de finitions de S, T et C, U est autoadjoint et 1&U2 est le
projecteur sur le sous-espace engendre par la forme volume de S2n&1,
lequel est de dimension 1. L'espace de Hilbert H est muni de la graduation
usuelle de finie par la parite des formes. Pour f # C(D2n) et g # G, posons
f (|, :)=( f|, f:) et g(|, :)=( g*&1|, ?0( g):). Nous allons montrer que
(H, U ) de finit un module de Fredholm dans EG(C(D2n), C).
Proposition 3.3. Soient f # C(D2n),
Mf : E  E, M$f : F  F
les deux ope rateurs borne s de finis respectivement par les multiplications par
f |D2n et f |S2n&1 . Le commutateur CMf&M$f C est un ope rateur compact.
Nous allons de composer la de monstration de cette proposition en une
se rie de lemmes.
Lemme 3.4. A toute forme : # Fn , on associe une forme sur D2n:
Q:(r, %)={(e
212 log r:)(%),
0,
r>0,
r=0,
% # S2n&1
Alors Q est un ope rateur borne de Fn dans E, et on a Qi*PH=PH .
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Preuve. Posons
Qr(:)={e
212 log r:,
0,
r>0
r=0.
La plus petite valeur propre de 212 sur Fn e tant n, chaque Qr appartient
a B(Fn) avec norme &Qr &rn. Rappelons que la me trique hyperbolique et
celle euclidienne induisent la me^me norme sur E, ce qui donne
&Q:&2E=|
D2n
(Q:, Q:) Ex dVx=|
S2n&1
|
1
0
(Qr:, Qr:) F0%
r2n
r 2n&1dr 7 dV%
=|
S2n&1
|
1
0
&Qr :&2F0%
r
dr 7 dV%|
1
0
r n&1dr } &:&2Fn
=
1
n
&:&2Fn , \: # Fn .
Donc Q # B(Fn , E ).
D'apre s le Proposition 3.2, k $H nk est un sous-espace dense de H. Or
pour tout | # k $H nk , on a e videmment Qi*(|)=|, d'ou le lemme.
Lemme 3.5. CMf&M$f C est compact si et seulement si
(Mf Q&QM$f) 214PFn & Ker d
Preuve. Le lemme pre ce dent dit que C*=Q214PFn & Ker d . Supposons f
re elle, on a alors
(CMf&M$f C)*=Mf Q214PFn & Ker d&Q2
14PFn & Ker dM$f
=(Mf Q&QM$f) 214PFn & Ker d+Q[M$f , 2
14PFn & Ker d].
Il nous reste donc de prouver la compacite de l'ope rateur X=
[M$f , 214PFn & Ker d] de Fn dans lui-me^me. Or, la de composition de Hodge
entra@^ne PFn & Ker d=(d$+$$)
&1 $$, et le membre de droite est un ope rateur
pseudodiffe rentiel d'ordre 0. Par suite X est un ope rateur pseudodiffe rentiel
d'ordre &12, qui est bien su^r compact.
Lemme 3.6. Le sous-espace [ f # C(D2n) : f&f (0) est une somme finie de
fonctions . avec . # C(S2n&1),  # C[0, 1] et (0)=0] est dense
dans C(D2n).
Preuve. Il suffit d'appliquer le the ore me de StoneWeierstrass.
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En conse quence, pour finir la de monstration de la proposition, il nous
reste a ve rifier que (M.Q&QM$.)214 est compact. Or, M.=
M.M , M$.=M$.M$ et MQ=QM$ ,noter que pour tout
. # C(S2n&1), M. est naturellement de fini comme M. avec .~ (r, %)=
.(%), 0<r1, % # S2n&1.Le lemme suivant ache vera donc notre
de monstration.
Lemme 3.7. (M.Q&QM$.) 214 est compact pour . # C(S2n&1).
Preuve.
(M.Q&QM$.)214=(M.Q - 2&QM$. - 2)2&14,
or 2&14 est compact, comme un ope rateur pseudodiffe tentiel d'ordre
&12. On est donc ramene a montrer que M.Q - 2&QM$. - 2 #
B(Fn , E ), ou encore A=M. Q - 2&Q - 2M$. # B(Fn , E ), puisque
[M$. , - 2] est un ope rateur pseudodiffe re tiel d'ordre 0, donc borne , et que
Q # B(Fn , E) d'apre s ce qui pre ce de.
Pour y parvenir, on conside re deux familles d'ope rateurs dans B(Fn):
([M$. , Qr - 2])0re&1n , ([M$. , Qr - 2])e&1n<r1 ,
ou on reprend les notations du lemme 3.4.
Pour r<1, la fonction R+  R+ , x [ xrx atteind son maximum en
x=&1log r, et est de croissante si x>&1log r. Par suite
&Qr - 2&Fnnr
n si 0re&1n,
et dans ce cas on a
&[M$. , Qr - 2]&Fn2 &.& nr
n.
D'autre part, x [ xrx est une famille borne e de symboles dans S0(R)
pour e&1n<r<1, donc ([Tay], p. 298] [M$. , Qr - 2] est uniforme ment
borne dans Fn pour e&1n<r<1, i.e., il existe une constante C pour
laquelle
&[M$. , Qr - 2]&Fn , e&1n<r1C.
Noter qu'on a droit a inclure [M$. , Q1 - 2] dans la famille, car c'est en
fait [M$. , - 2], un ope rateur borne dans Fn . Maintenant on refait le calcul
du lemme 3.4,
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\: # Fn , &A:&2E=|
D2n
&A:&2Ex dVx
=|
S2n&1
|
1
0
r 2n&1 &A:&2Er , % dr 7 dV%
=|
S2n&1 \|
e&1n
0
r2n&1 &A:&2Er , % dr+|
1
e&1n
r2n&1 &A:&Er , % dr+ dV% .
On a
&A:&2Er , %=
1
r 2n
&[M$. , Qr - 2]:&2Fn ,
et en utilisant les majorations obtenues ci-dessus, on obtient finalement
&A:&2E&:&
2
Fn \|
e&1n
0
2 &.& nr 1&ndr+|
1
e&1n
C
r
dr+
=C$ &:&2Fn avec C$ constante. CQFD
Proposition 3.8. [S, f ]: E  E et [T, f ]: F  F sont des ope rateurs
compacts.
Preuve. Pour tout *>0, (*+20)&1 est un ope rateur pseudodiffe rentiel
d'ordre &2. Il de finit, pour tout compact K/D2n, un ope rateur compact
dans L2(K, E |K); ce qui implique que pour toute fonction continue a sup-
port compact . # Cc (D2n),
(*+20)&1 .: E  E
est compact, car la norme de L2(supp ., C T*(supp .)) est induite par
celle de E. Par suite (*+20)&1 .: E  E est compact pour toute fonction
continue nulle a l'infini. On obtient le me^me re sultat en remplac ant
(*+20)&1 par (*+20)&1 (d0+d0*), qui est un ope rateur pseudodiffe rentiel
d'ordre &1.
Ceci e tant e tabli, posons *=1. Remarquons que S est aussi la phase de
l'ope rateur borne S$=(d0+d0*)(1+20)&12, et en tenant compte du fait
que 0 est un point isole dans le spectre de 20 ([D-X]), donc aussi isole
dans celui de S$, on peut appliquer le calcul fonctionnel a S$: S=h(S$), ou
h est une fonction continue sur R dont la restriction sur le spectre de S$ est
e gale a celle de sgn(x). En conse quence, une fois que la compacite de
[S$, f ] sera montre e, la de monstration sera acheve e car S peut e^tre
approche e normiquement par des polyno^mes en S$.
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Reprenons maintenant *>0 arbitraire. On a
(1+20)&12=
1
? |

0
*&12(1+*+20)&1 d*.
Notons qu'on peut supposer f de classe C; on a alors
[S$, f ]=
1
? |

0
*&12[(1+*+20)&1 (d0+d0*), f ] d*
=
1
? |

0
*&12(1+*+20)&1 [d0+d0* , f ] d*
+
1
? |

0
*&12(d0+d0*)(1+*+20)&1 [20 , f ](1+*+20)&1 d*
=I1+I2 .
Or [d0+d0* , f ]=d0 f 7 +i(d0 f )=c(d0 f ) est la multiplication de Clifford
par d0 f, et &d0 f &x s'annule a l'infini avec la me trique hyperbolique. En
conse quence, [1+*+20)&1 [d0+d0* , f ] : *0] est une famille borne e
d'ope rateurs compacts; l'inte grale I1 e tant limite uniforme d'une suite
d'ope rateurs compacts, elle de finit elle-me^me un ope rateur compact.
Quant a I2 , on a [20 , f ]=(d0+d0*) c(d0 f )+c(d0 f )(d0+d0*), donc
l'inte grand de I2 s'exprime comme
*&12(20(1+*+20)&1 c(d0 f )(1+*+20)&1
+(d0+d0*)(1+*+20)&1 c(d0 f )(d0+d0*)(1+*+20)&1)
Sachant que (d0+d0*)(1+*+20)&1 et 20(1+*+20)&1 sont borne s, on
re pe te le raisonnement pre ce dent pour conclure que I2 est compact.
Ainsi nous avons prouve la compacite de [S, f ]. Celle de [T, f ] re sulte
du me^me raisonnement: posant D=PF (d+d*) PF , on remplace partout
d0+d0* par D et 20 par PF 2PF ; la , le comportement de [D, f ] ne nous
donne pas de souci, puisque S2n&1 est compact: les espaces de Sobolev
Hscomp , H
s
loc co@ ncident et sont des espaces de Hilbert. CQFD.
Proposition 3.9. [C, g], [T, g] sont des ope rateurs compacts, et on a
[S, g]=0.
Preuve. Comme G appartient au groupe d'isome tries de D2n, on a les
relations suivantes
g*d=dg*, g*V=Vg* sur 0(D2n)
qui donnent imme diatement [S, g]=0.
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Pour [T, g], on doit montrer la compacite de [d2&12, g] : F  F. On
va montrer que ?0( g) d2&12 ?0( g&1) est un ope rateur pseudodiffe rentiel
ayant le me^me symbole principal que d2&12. Rappelons pour cela que sur
0 p(S2n&1), on a
?0( g) :(x)=(*( g, x)) p&n+12 ( g*&1:)(x)=g*&1((*( g, g } )) p&n+12:)(x).
D'une part, les ope rateurs
d2&12 et Z=(*( g, } )) p&n+12 d2&12(*( g, g } ))n&p&12
ont tous deux pour symbole principal:
_(d2&12)(x, !):  jC Tx*S
2n&1   j+1C Tx*S
2n&1, v [
i!
|!|
7 v
ou x # S 2n&1, ! # Tx*S 2n&1.
D'autre part, sous l'action du diffe omorphisme 8 de la sphe re ou
8(x)=gx, le symbole de Z8 est donne par
v [
i!
| g*&1!|
7 v=*&1( g, x)
i!
|!|
7v ;
on voit donc que ?0( g) d2&12 ?0( g&1)=*( g, x)Z a exactement le me^me
symbole que d2&12.
Pour [C, g], on a
?0( g) C&Cg*&1=(?0( g) 2&14&2&14g*&1) i*PH ,
car G e tant appartenir au groupe d'isome tries de D2n, on voit que g*&1
commute avec V, donc aussi avec PH . On se rame ne donc a montrer que
?0( g) 2&14g*&2&14: Fn  Fn
est un ope rateur pseudodiffe rentiel d'ordre <&12. Mais comme leurs
symboles principaux sont tous les deux donne s par
 jC Tx*S
2n&1   jCTx*S
2n&1, v [ |!|&12 } v,
leur diffe rence est bien un ope rateur pseudodiffe rentiel d'ordre <&12.
D'ou le re sultat.
En somme, a travers les re sultats pre ce dents, on a ve rifie que [U, f ],
[U, g] sont des ope rateurs compacts dans H. U e tant de degre un et
G-continu ([A-S], p. 516), on a donc (H, U ) # EG(C(D2n), C). Notons $
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son image dans R(G ). Le fait que U |H1 est un ope rateur de Fredholm
d'indice un montre que la restriction de $ a R(K ) est 1. On peut donc
appliquer la dernie re proposition de l'Introduction pour en de duire $=#G .
3.2. De monstration du The ore me B
Soit At=p A pt . D'apre s la Proposition 2.5, on a F/F
t pour tout
t # [0, 1], ce qui permet de prendre un sous-ensemble 1 de >t # [0, 1] F t,
dont les e le ments sont les deux sortes de champs de vecteurs suivants:
s1 # C([0, 1]) (F & Ker d ) et s2 : t [ - 1&t s$2(t) si t<1, s$2(1)=s$2(1)
avec s$2 # C([0, 1]) (F & Ker $). Muni d'un produit scalaire e vident,
1 de finit un module pre hilbertien sur C([0, 1]). On note 1 le comple te de 1,
et on de finit une action de G sur E=HC([0, 1])1 par
( g(| f, si))(t)=( g*&1| f (t), ?t ( g) si (t)).
Comme d est un ope rateur ferme sur chaque F tp , on peut calculer son
adjoint d*t par les formules suivantes:
(d*tx, At y)=(x, Atdy)=( (Atd )*x, y)
qui donnent d*t=(At)&1 (Atd )*. On de finit un ope rateur Tt sur Ft par
Tt (:)=0 si 2:=0,
Tt (:)=PF t (d+d* t)(dA&1t $At+A
&1
t $At d )
&12(:) sinon.
On pose Ct=A&12t C, T=(
S
Ct
Ct*
Tt )t # [0, 1] . T est ainsi un e le ment de L(E).
Proposition 3.10. T est G-continu et on a [ g, T] # K(E).
Preuve. On montre d'abord que pour tout t # [0, 1], [?t ( g), Tt] est un
ope rateur compact dans F t. Et par construction de Tt , on voit qu'il suffit
de prouver que pour tout t # [0, 1], l'ope rateur
9 : Ftp  F
t
p+1
est compact, ou 9 de signe l'ope rateur
?t ( g&1) d(dA&1t $At+A
&1
t $At d )
&12 ?t ( g)&d(dA&1t $At+A
&1
t $Atd )
&12.
Ftp & Ker d et F
t
p & Ker $ sont tous les deux isomorphes a l'espace de
Sobolev d'ordre t( p&n+ 12); si nous pouvons prouver que
9 : Ftp  F
t
p+1
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est un ope rateur pseudodiffe rentiel d'ordre <t, la proposition de coulera
alors imme diatement du lemme de plongement de Sobolev. D'apre s la
Proposition 2.4, Le symbole principal de l'ope rateur pseudodiffe rentiel
(?t ( g&1) d(dA&1t $At+A
&1
t $At d )
&12 ?t ( g))|Ftp
est e gal a celui de
(d(dA&1t $At+A
&1
t $At d )
&12)|F tp ,
on se rame ne donc au me^me raisonnement qu'a la Proposition 3.9. Il en est
de me^me pour la compacite de ?t ( g) Ct&Ct?( g).
Remarquons ensuite que les A&12t ``trivialisent'' E, au sens que l'on a un
isomorphisme
(A&12t ): C([0, 1])F  1 , s(t) [ A
&12
t s(t).
On peut calculer que le symbole total de l'ope rateur pseudodiffe rentiel
A&12t (?t ( g) Tt ?t ( g
&1)&Tt)A12t ,
de pend continu^ment de t pour la topologie de Fre chet ([Tre]), donc
d'apre s la proposition 2.2 du chapitre 1 de [Tre], l'ope rateur lui-me^me
de pend continu^ment de t. Autrement dit on a
A&12t [?t ( g), Tt] A
12
t # C[0, 1]K(F )=K(C[0, 1]F );
De me^me, on a
A&12t (?t ( g) Ct&Ct ?( g)) # C[0, 1]K(E, F ),
d'ou [ g, T ] # K(E).
La G-continuite de T re sulte de [A-S], p. 516.
On a maintenant $=1 dans R(G ), puisque (E, T ) est une homotopie
entre deux repre sentants de $ et de 1, modulo un module de Fredholm
de ge ne re : np<2n&1F 1p  (Im d & F
1
2n&1)H avec la restriction de
( SC1
C1*
T1 ). Et comme on a e tabli dans la sous-section pre ce dente l'identite
$=#G , le re sultat en de coule.
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